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第三章主要内容

3.2 条件分布

3.3 随机变量的相互独立性

3.4 随机向量的函数及其概率分布
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本章主要内容

4.1 数学期望

4.2 方差

4.3 协方差与相关系数 矩
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§4.1 数学期望

4.1.1 数学期望的定义  

案例分析：某车间生产自行车配件，质检员从一大批配件中
随机抽取𝒏件检查。用𝑿表示检查出次品的件数。如果检查了
𝑵天，查出次品数为𝟎，𝟏，𝟐，⋯，𝒏个的天数分别为𝒎𝟎，
𝒎𝟏，𝒎𝟐，⋯，𝒎𝒏，显然有𝑵 = 𝒎𝟎 +𝒎𝟏 +𝒎𝟐 +𝒎𝒏，则
平均每天查出次品个数为：

𝟏

𝑵
෍

𝒌=𝟎

𝒏

𝒌𝒎𝒌 = ෍

𝒌=𝟎
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𝑵
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4.1.1 数学期望的定义  

由于
𝒎𝒌

𝑵
是𝑵次试验中出现𝒌个次品的频率，当𝑵充分大时，频

率
𝒎𝒌

𝑵
将接近于𝑿取𝒌的概率，即

𝒑𝒌 = 𝑷 𝑿 = 𝒌 =
𝒎𝒌

𝑵

由于
𝒎𝒌

𝑵
是𝑵次试验中出现𝒌个次品的频率，当𝑵充分大时，频

率
𝒎𝒌

𝑵
将接近于𝑿取𝒌的概率，即

因此：           ෍

𝒌=𝟎
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≈ ෍

𝒌=𝟎
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4.1.1 数学期望的定义  

表明：当试验次数很大，随机变量𝑿的观测值的算术平均值

σ𝒌=𝟎
𝒏 𝒌

𝒎𝒌

𝑵
将接近于σ𝒌=𝟎

𝒏 𝒌𝒑𝒌。由于σ𝒌=𝟎
𝒏 𝒌𝒑𝒌不依赖于试验次

数𝑵，也不受这𝑵次试验是由何人所做的影响，因此可以表

征为随机变量的某种客观属性。
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4.1.1 数学期望的定义  

数学期望(Mathematical Expectation)是一个随机变量的
平均取值，是它所有可能取值的加权平均，权值是这些可能
值相应的概率。

分为两类情况：离散型变量期望 和 连续型随机变量期望

意义：反映随机变量平均取值的大小。
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离散随机变量的数学期望  

如果ξ的分布律为

  ( )      1, 2,i iP x p i = = = L

级数绝对收敛的条件保证了期望不受求和顺序的影响

若级数σ𝑖=1
+∞ 𝑥𝑖 𝑝𝑖收敛，则称级数σ𝑖=1

+∞ 𝑥𝑖 𝑝𝑖为随机变量的
数学ξ期望，记为 𝐸(ξ)
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1. 0-1分布：

( ) 0 (1 ) 1E X p p p=  − +  =

2. 二项分布：
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= = 
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§4.1 数学期望

几种常见离散分布的数学期望：  
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3. 泊松分布：
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4. 几何分布：
1{ } , 1,2,kP X k q p k−= = = L

1

1 1
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 

−

= =

= = 

2

1 1
( ) .
1 (1 )

q
p p

q q p
= = =

− −

1 1

( ) ( )k k

k k

p q p q
 

= =

 = = 
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绝对收敛要求：

随机变量  取值                  ，对应的概率为 ， 

求该变量的数学期望

由于

所以变量  的数学期望不存在
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连续随机变量的数学期望  

如果变量ξ的密度函数𝑝(𝑥)满足

则连续随机变量的数学期望是积分：

否则称为这个随机变量的期望不存在


+

−

 ,|)(| dxxxp

( ) ( ) ,E xp x dx
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5. 均匀分布：

§4.1 数学期望

几种常见连续分布的数学期望：  

1
,

( )

0,

a x b
p x b a


 

= −

 其它

𝑋数学期望为：
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6. 指数分布：

§4.1 数学期望

, 0
( )

0, 0

xe x
p x

x

 − 
= 



𝑋数学期望为：

( )
0 0

0 0
0
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1 1

x x
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7. 正态分布：

§4.1 数学期望

𝑋数学期望为：

2

2

( )

2
1

( )
2

x

p x e x R







−
−

= 

2

2

2

2

( )

2

2

2

1
( ) ( )

2

( ) 1
( )

2

1

2

x

t

t

E X xp x dx xe dx

x
t t e dt

e dt








 

 

 


−+ +
−

− −

+
−

−

+
−

−

= =

−
= = +

= =

 





令



西安交通大学

柯西分布：

§4.1 数学期望

2

1 1
( ) , ,

1
p x x

x
=  −   +

+

由于
2 20

1
| | 2 ,

(1 ) (1 )

x
x dx dx

x x 

 

−
= = 

+ + 

故数学期望不存在。

绝对收敛要求：



西安交通大学
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§4.1 数学期望
4.1.2 随机变量的函数的数学期望  

单变量函数Y=g(X)，其中X为随机变量，g为连续函数

• 当X为离散变量，满足分布律

若级数           绝对收敛，则

,2,1},{ === kxXPp kk




=1
)(

k kk pxg

• 当X为连续变量，满足概率密度 f (x)

若积分           绝对收敛，则

dxxfxgXgEYE )()()]([)( 
+

−
==
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案例1. 设离散随机变量X的分布律为

§4.1 数学期望

解：

求随机变量Y=X2的数学期望

3

2

3

1
0

3

2
1)( =+= YE
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案例2.设设风速V在(0, a)上服从均匀分布,飞机机翼受到的压
力 W=kV2,(k为常数), 求W的数学期望．

§4.1 数学期望

解：风速V的概率密度为

其它
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案例3. 设某报童每日的潜在卖报数服从参数为的泊松分
布。如果每卖出一份报可得报酬a，卖不掉而退回则每份赔
偿b。若某日该报童买进n份报，试求其期望所得，进一步求
最佳的买进份数n。

§4.1 数学期望

解：若记其真正卖报数为 , 则 与  的关系为

,

,

n

n n

 





= 



这里 服从截尾泊松分布，即
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真正卖报数 服从截尾泊松分布，即

记所得为 ，则

,
!

{ }

,
!

k

i

i n

e k n
k

P k

e k n
i










−


−

=





= = 

 =



,
( )

( )

an n
g

a b n n


 

  

=
= = 

− − 



西安交通大学
§4.1 数学期望

因而，期望所得为

求 n 使E(g())达到极大, 这是一个典型的最优化问题.
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当参数𝒂, 𝒃, 𝜆已知时，利用下式可求解出n的具体值
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案例4. 设随机变量𝑿~𝑵 𝒖, 𝝈𝟐 ，又设随机变量𝒀 = 𝒆𝑿,求

𝑬 𝒀 。

§4.1 数学期望

解：因为

2

2
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2
1
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2
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x xe f x dx e e dx


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  
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§4.1 数学期望
二维随机向量的函数Z=g(X,Y)，其中X,Y为随机变量，g为连续函数

• 当(X,Y)为离散变量，满足分布律

若如下求和级数绝对收敛，则数学期望存在且为

• 当X为连续变量，满足概率密度 f (x, y)

若如下二重积分绝对收敛，则数学期望存在且为

,,2,1,,}Y,P{X ==== jipyx ijji

dxdyyxfyxgYXgEZE ),(),()],([)(  
+

−

+

−
==

类似地，可以推广至多维随机向量的函数的期望计算
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案例5. 设(X,Y)服从G上的均匀分布（如右图）
求X、Y及XY的数学期望

§4.1 数学期望

解：由题可知
0 1
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 
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案例6. 设(X,Y)在半圆域𝑫 = 𝒙, 𝒚 |𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 ≤ 𝟏, 𝒚 ≥ 𝟎 上服

从均匀分布，求𝑿，𝒀，𝑿𝟐𝒀的数学期望。

§4.1 数学期望

解：由题可知
2

       ( )
( , )
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x, y D
f x y 


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= 

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4.1.3 数学期望的性质  

假设随机变量𝜉𝑖 , 𝑖 = 1,2, . .的数学期望均存在：

• 有界性

若 a≤ξ≤b，则a≤E(ξ)≤b .特别地, E(C) = C,这里C是常数

证明根据期望的定义，利用了求和/积分的有界性
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• 线性性质
对任意常数         及b ，有, 1, ,ic i n= L

1 1

n n

i i i i

i i

E c b c E b 
= =

 
+ = + 

 
 

推论：和的期望等于期望的和

对任意n个随机变量ξ1,…,ξn，都有：

E(ξ1+ξ2+…+ξn) = Eξ1 + Eξ2 + … + Eξn
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对于任意两个随机变量𝑿和𝒀,假设各个随机变量的数学
期望都存在，则：

( ) ( ) ( )E X Y E X E Y+ = +

证明：设𝒇 𝒙, 𝒚 ,𝒇𝑿(𝒙), 𝒇𝒀(𝒚)分别为 𝑿, 𝒀 的概率密度，

以及关于𝑿与𝒀的边缘概率密度，因为

( )

( ) ( )

( ) ( ) ,

, ,

( ) ( )

E X Y x y f x y dxdy

xf x y dxdy yf x y dxdy

E X E Y

+ +

− −

+ + + +

− − − −

+ = +

= +

= +

 

   
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• 独立乘积的期望等于期望的乘积

如果ξ1、…、ξn相互独立，则有：

 E(ξ1 ×ξ2×...×ξn) = Eξ1 × Eξ2 × … × Eξn

注意：相互独立是充分条件而非必要条件！

证明：设𝒇 𝒙, 𝒚 ,𝒇𝑿(𝒙), 𝒇𝒀(𝒚)分别为 𝑿, 𝒀 的概率密度，以

及关于𝑿与𝒀的边缘概率密度，因为𝒇 𝒙, 𝒚 = 𝒇𝑿 𝒙 𝒇(𝒚)

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ,

( ) ( )

X Y

X Y

E XY xyf x y dxdy xyf x f y dxdy

xf x dx yf y dx E X E Y

+ + + +

− − − −

+ +

− −

= =

= + =

   

 
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案例7. 计算正态分布N(,σ2)的期望.

§4.1 数学期望

解：因为正态分布ξ 可表示为

  ξ =  +σξ0，其中ξ0 ~ N(0,1)

利用期望的线性性质

E ξ =  +σE(ξ0)= 
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案例8. 设随机变量𝑿~𝑩 𝒏, 𝒑 ，试由数学期望的性质求𝑬 𝑿 。

§4.1 数学期望

解：注意到𝑿为在𝒏次独立重复试验中某事件𝑨发生的次数，

并且在每次试验中事件𝑨发生的概率为𝒑。现在引入下面的随

机变量：

  
1,

0,
k

k A
X

k A


= 


第 次试验时事件 发生

第 次试验时事件 不发生

1 2 nX X X X= + + +L

由独立性可知：𝑿𝟏，𝑿𝟐，⋯ ，𝑿𝒏是相互独立，且有：
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案例8. 设随机变量𝑿~𝑩 𝒏, 𝒑 ，试由数学期望的性质求𝑬 𝑿 。

§4.1 数学期望

续：因为  

𝑷 𝑿𝒌 = 𝟏 = 𝑷 𝑨 = 𝒑， 𝑷 𝑿𝒌 = 𝟎 = 𝑷 ഥ𝑨 = 𝟏 − 𝒑

故：
𝑬 𝑿𝒌 = 𝟏 × 𝒑 + 𝟎 × 𝟏 − 𝒑 = 𝒑

所以： 𝑬 𝑿 = 𝑬 𝑿𝟏 + 𝑬 𝑿𝟐 +⋯+ 𝑬 𝑿𝒏 = 𝒏𝒑
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案例9. 假定某人设计了如下一个赌局：每个人从有 3 张假币

的 10 张 100 元纸币中随机地抽出 4 张。如果全是真的, 则赢得
这 400元; 如果这 4 张中至少有一张假币, 只输 100 元。问这种

规则是否公平，或者说你是否愿意参加？

解. 一个公平的赌博规则必须是双方的平均获利都等于 0。

1 5

xk

pk

- 400 100
4

7

4

10

     
C

C
= 6 6

𝐸𝜉 = (−
400

6
) +

500

6
=
50

3

赌博对庄家有利，平均每一局净赚 16.67 元。

以ξ 记每局赌博中庄家的获利 (可以为负) ，满足分布律

§4.1 数学期望
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案例10. 某机场大巴载有20名乘客自机场开出，途中有10个
车站可以下车，如到达一站没旅客下车就不停车,假设每位旅
客在各站下车是等可能的，且旅客之间在哪一站下车相互独
立, 以X表示停车次数，求E(X)．

1021
,1

,0
，，，

站有人下车，第

站无人下车，第
=





= i
i

i
X i

1021 XXXX +++= 

784.8)9.01(10)()(
20

101 −=+= XXEXE 

2020
)

10

9
(1}1{,)

10

9
(}0{ −==== ii XPXP

解  引入随机变量

令 

§4.1 数学期望
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案例11.假定某公司开发了一种新产品，他们每卖出一件可获

利500元，而积压一件将损失2000元，预计这种产品的销售量ξ

服从参数0.00001 的指数分布，

  p1(x) = 0.00001 e - 0.00001 x ， x > 0.

问应该生产多少才能使得平均获利最大？

§4.1 数学期望
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(续) 平均获利即η 的数学期望为

1 1 1

0

0

( , ) ( ) [500 2000( )] ( ) 500 ( )

(2500 2000 ) 500

(2500 2000 ) 500

1 1
2500( ) 2000 (1 ) 500

1
2500 (1 )

c

c

c

x x

c

c

x c

c c c c

c

E c x p x dx x c x p x dx cp x dx

x c e dx c e dx

x c e dx ce

ce e c e ce

e

 

 

   



 

 



 



+ +

− −

+

− −

− −

− − − −

−

= = − − +

= − +

= − +

= − + − − − +

= − −

  

 



0.00012000 2500 10000(1 ) 2000cc e c−=  − −
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(续) 即平均获利为：

Q(c)= 2500×10000(1-e-0.00001c) - 2000c

关于c的二阶导数 -0.25e-0.00001c ＜0，因此

Q(c)具有极大值，令

解出 c = - 10000×ln(2000/2500) =2231.4，

即要使平均获利最大，应该生产2231件产品。

d ( )
0.

d

Q c

c
=
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§4.2 方差

4.2.1 方差与标准差  

案例分析： 设甲、乙两名射击运动员在一次射击比赛中打出

的环数分别为𝑿和𝒀，并且有如下的分布律：

可知𝑬 𝑿 = 𝑬 𝒀 = 𝟗，但是进一步分析可知：乙比甲在比
赛中波动更小，表现更为稳定，从这个意义上乙优于甲。

10 9 8 7

0.4 0.3 0.2 0.1
X

 
 
 

:
10 9 8

0.25 0.5 0.25
Y

 
 
 

:
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4.2.1 方差与标准差  

定义 设X是一随机变量，若E{[X-E(X)]2} 存在, 则称其为随

机变量X的方差,记为D(X)或Var(X).

方差的算术平方根       称为均方差或标准差。

意义 方差反映了随机变量的取值与平均值的偏离程度.

)(XD
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（1）用定义计算方差

,)]([)(
1

2

k

k

k pXExXD 
+

=

−=

离散随机变量的方差：

连续随机变量的方差：

,d)()]([)( 2 xxfXExXD 
+

−
−=
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（2）用公式计算方差

.)]([)()( 22 XEXEXD −=

证明 })]({[)( 2XEXEXD −=

})]([)(2{ 22 XEXXEXE +−=

22 )]([)()(2)( XEXEXEXE +−=

22 )]([)( XEXE −=

).()( 22 XEXE −=
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计算常见分布的方差

22 )]([)()( XEXEXD −=
2pp −= )1( pp −=

, (1 ).EX p DX p p= = −

( ) , ( ) (1 ).E X np D X np p= = −

(1) 0-1分布：

(2)  二项分布：

§4.2 方差
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( )E X np=

§4.2 方差

( )

( )

( )

2 2

0 1

1 1

2

2 2 2 ( 2) ( 2)

2

2
2

( ) 1 1

1

1

( 1)

( 1)

n n
k k n k k k n k

n n

k k
n n

k k n k k k n k

n n

k k
n

k k n k

n

k
n

k k n k

n

k

E X k C p q k kC p q

k kC p q kC p q

k kC p q np

n n p C p q np

n n p np

− −

= =

− −

= =

−

=

− − − − −

−

=

= = + −

= − +

= − +

= − +

= − +

 

 





( )( )
22( ) ( ) (1 ).D X E X E X np p= − = −

因为：

所以：
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( ) ,E X =

( )D X  =

1
2 2

0 1

2

0

( )
! ( 1)!

( 1)
( ( ) 1)

!

k k

k k

k

k

e k e
E X k

k k

k e
E X

k

 



 



   

− − − 

= =

−

=

= =
−

+
= = + = +

 



(3)  泊松分布： ~ ( )X P  { } 0,1,2,
!

k

P X k e k
k

 −= = = L，
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2 2( ) ( )E X x p x dx
+

−
= 

3

22 baba ++
=

2 3

3( )

b

a

bx x
dx

ab a b a
= =

− −

2 2( ) ( ) ( )D X E X E X= −
2 2 2( )

3 4

a ab b a b+ + +
= −

2( )

12

b a−
=

(4) 均匀分布: ~ ( , )X U a b
1

,
( )

0,

a x b
p x b a


 

= −

 其它
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1
( )E X =



2 2 2

0

2 2 2

0
0 0

20

( ) ( )

( ) | ( )

2 2
2 ( ) ( )

x

x x x

x

E X x p x dx x e dx

x d e x e e d x

xe d x E X



  





 

 
−

−
 

− −  −


−

= =

= − = − +

= = =

 

 



2 2

2

1
( ) ( ) ( )D X E X EX


 = − =

(5)指数分布： ( )
0

0 0

xe x
p x

x

 − 
= 


~ Exp( )X 
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2

2

( )

2
1

( ) ,
2

x

p x e x







−
−

= −   +

2( ) , ( )E X D X  = =

特别，当 ~ (0,1), ( ) 0, ( ) 1.X N E X D X= =

2

22

2 2

2

( ) 2
2 2 /22

2 2
/2 /2 2

( ) ( )

1
( )

2 2

| .
2 2

x

z

z z

DX x p x dx

x e dx z e dz

ze e dz










 
 


 



−
−

− 
−

− −


−  −

−
−

= −

= − =

= − + =



 



2~ ( , )X N  (6)正态分布：
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常见分布的数学期望与方差表：
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案例12 射击教练将从他的两名队员中选择一人参加比赛，

应该是甲还是丙更合适？

成绩(环数)

甲的概率

丙的概率

8

0.1

0.2

9

0.3

0.1

10

0.6

0.7

解 这里甲、丙两人的平均成绩都是

    E甲 = E丙 = 9.5

两人方差为： D甲 = 0.45,D丙= 0.65

因此, 应该选择甲队员去参加比赛
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4.2.2 方差的性质  

(1) D(C)=0,     (C为常数)

(2) D(aX+b)=a2 D(X),     (a,b为常数)

(4) D(X)=0  P{X=C}=1 ,其中C=E(X).

(3) D(X  Y)=D(X)+D(Y)  2E{[X-E(X)][Y-E(Y)]}

若X与Y相互独立，则 D(X  Y)=D(X) + D(Y)

注意，独立是充分条件而非必要条件
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(3) D(X  Y)=D(X)+D(Y)  2E{[X-E(X)][Y-E(Y)]}

若X与Y相互独立，则 D(X  Y)=D(X) + D(Y)

注意，独立是充分条件而非必要条件

证
( )    ( )

2

2 2

[( ) ( )]

[ ] 2 ( ) ( ) [ ]

X Y E X Y

X E X X E X Y E Y Y E Y

 − 

= −  − − + −

( )  

( )    ( ) 

( )    

2

2 2

[( ) ( )]

[ ] 2 ( ) ( ) [ ]

2 ( ) ( ) ( )

D X Y E X Y E X Y

E X E X X E X Y E Y Y E Y

D X E X E X Y E Y D Y

 =  − 

= −  − − + −

=  − − +

上式两端取期望，并根据期望性质可得：
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(3) D(X  Y)=D(X)+D(Y)  2E{[X-E(X)][Y-E(Y)]}

若X与Y相互独立，则 D(X  Y)=D(X) + D(Y)

注意，独立是充分条件而非必要条件

续

( ) ( ) ( )D X Y D X D Y = +

当𝑿与𝒀相互独立时，𝑿 − 𝑬 𝑿 和𝒀 − 𝑬 𝑿 也相互独立：

   

   

( ) ( )

( ) ( ) 0

E X E X Y E Y

E X E X E Y E Y

− −

= − − =

即
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引理 马尔可夫(Markov)不等式

则对任意正数ε，有

下面以X为连续随机变量为例进行证明，离散变量的证明类似

设X为随机变量，若

r

rXE
XP




)|(|
}|{| 

证

.
)|(|

r

rXE


=



西安交通大学
§4.2 方差

(4) D(X) = 0  P{X=E(X)}=1 .

证
• 必要性 P{X=E(X)}=1，等价于单点分布

故 D(X) = 0

0
)(

2
==



XD

0}|)({|,0 =−  XEXP有故

• 充分性
已知 D(X)=0  

在Markov不等式中令r=2并以X-EX代替X，得



西安交通大学
§4.2 方差

}0|)({|-1)}({ −== XEXPXEXP


+

=

−=−
1

}
1

|)({|}0|)({|
n n

XEXXEX

,...)2,1(},
1

1
|)({|}

1
|)({| =

+
−− n

n
XEX

n
XEX

0}
1

|)({|lim}0|)({| =−=−
+→ n

XEXPXEXP
n

1}0|)({|-1)}({ =−== XEXPXEXP ,证毕

由概率的连续性，得  

所以

而

且

(续)
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(5)  若             ，则                            c E 2( )D E c  −

证
2 2( ) [( ) ( )]D E E E c c E    = − = − + −

2 2[( )] [( )] 2 [( )( )]E c E c E E c c E   = − + − + − −

2 2[( )] ( ) 2( )( )E c c E c E E c   = − + − + − −

2 2[( )] ( )E c c E = − − −
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(6) Chebyshev不等式

2
{| | }

D
P E


  


−  

对于任何具有有限期望与方差的随机变量ξ，都有

其中ε 是任一正数。

2 2

| |

( ) d ( ) ( ) d ( )
x E

D x E F x x E F x
 

  


−
− 

= −  − 

证 若 F(x)是ξ的分布函数，则显然有

2 2

| |

d ( ) {| | }.
x E

F x P E
 

    
− 

 = − 
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Chebyshev不等式的意义：利用随机变量ξ 的数学期望及方

差对ξ的概率分布进行估计。 它断言不管ξ的分布是什么，

ξ 落在                     中的概率均不小于        ( , )E E   − + 21 1/ .−

§4.2 方差

从这里也可以看出方差是描述随机变量与其期望值离散程度

的一个量。
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案例13 已知X ~ b(n,p)，求D(X)。

注意，利用方差和的性质时要注意相互独立的条件

1 1

( ) ( ) ( )= (1 ).
n n

i i

i i

D X D X D X np p
= =

= = − 所以，

1 2 1 2, , ,n nX X X X X X X= + +L L则 ，且 相互则独立。

~ (1, ) ( ) (1 ),i iX b p D X p p= −易见 ，则

§4.2 方差

1
1,2, , .

0
i

i
X i n

i


= =


L
如第 次试验成功,

解：
如第 次试验失败,
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案例14 袋中有  张卡片，各记以数字          ，不放回

地从中抽出  张，求其和的数学期望和方差。

1 2, , , NY Y YLN

n

§4.2 方差

2 2

1 1

1 1
( ) , ( ) .

N N

i i

i i

E Y Y D Y Y
N N

  
= =

= = = − = 

解: 取一张时，其数字的分布
1

{ } , 1,2, ,lP Y l N
N

 = = = L

均值及方差分别为:

1 2 .n n   = + + +L

n , 1, 2, ,i i n = L若以     记n张卡片的数字之和,   以                          记第i次      

抽得的卡片上的数字，则
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(*)

由于抽签与顺序无关，因此
1

{ } , 1,2, , , 1, 2, ,i lP Y l N i n
N

 = = = =L L

故
2, .i iE Y D  = =

所以 1 2n nE E E E nY   = + + + =L

1 1

2 cov( , )
n

n i i j

i i j n

D D   
=   

= +  2

1 2( 1)cov( , )n n n  = + −

(续)
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(续) n N=

0ND =
1 2N NY Y Y = + + +L(*)在   式中令     ,这时             是一个常数，

因此       ,于是 2

1 2( 1)cov( , ) 0N N N  + − =

因而
2

1 2cov( , ) .
1N


  = −

−

最后得到:
2 2

2 ( 1) ( )
.

1 1
n

n n n N n
D n

N N

 
 

− −
= − =

− −
与有放回抽取的方差    相比,多出了一个因子     ，

称为有限总体修正因子。

2n
1

N n

N

−

−

1n =当         时，它等于1；而当           时， 它取值为0。这 与

直觉符合。

n N=
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4.3.1 协方差  

定义 设(X,Y)为二维随机变量，若E{[X-E(X)][Y-E(Y)]}存在，

则称其为随机变量X与Y的协方差，记为Cov(X,Y)

意义 反映了二维随机变量(X ,Y )是否具有相同的变化趋势，

正值对应相同趋势
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4.3.1 协方差  

对于多维随机向量 𝑿𝟏，⋯，𝑿𝒏 ，它的每一个分量𝑿𝒊是

一个一维随机变量。因此，除了可以讨论它的数学期望和方

差外，人们还希望了解分量之间相互关系的数字特征。

𝐂𝐨𝐯 𝑿，𝒀 = 𝑬 𝑿 − 𝑬 𝑿 𝒀 − 𝑬 𝒀

设 𝑿，𝒀 为二维随机向量，𝑬 𝑿 − 𝑬 𝑿 𝒀 − 𝑬 𝒀 存

在，则称它为𝑿与𝒀的协方差，记作𝐂𝐨𝐯 𝑿，𝒀 ，即：

定义 
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则,},{ ijji pyYxXP ===• 若(X,Y)为离散型，

 −−=
ji

ijji pYEyXExYXCov
,

)]()][([),(

• 若(X,Y)为连续型,其概率密度为f(x,y),则

dxdyyxfYEyXExYXCov ),()]()][([),(  
+

−

+

−
−−=

(1) 用定义计算协方差
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(2) 用公式计算协方差

);()()(),Cov( YEXEXYEYX −=

证 )]()()()([ YEXEYXEXYEXYE +−−=

).()()( YEXEXYE −=

)()()()(2)( YEXEYEXEXYE +−=
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案例15 设联合分布(X,Y)具有概率密度：

8 ,         0 1,
( , )

0,        

xy x y
f x y

  
= 
 其它。

求 Cov(X,Y).

解
1 1

0

8( ) ( , ) 8
15x

E X xf x y dxdy dx x xydy
 

− −
= =  =   

1 1

0

4( ) ( , ) 8
5x

E Y yf x y dxdy dx y xydy
 

− −
= =  =   

1 1

0

4( ) ( , ) 8
9x

E XY xyf x y dxdy dx xy xydy
 

− −
= =  =   

84 4 4( , )
9 5 15 225

Cov X Y = −  =
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协方差的性质  

);,Cov(),Cov()1( XYYX =

;,    , ),Cov(),Cov()2( 为常数baYXabbYaX =

).,Cov(),Cov(),Cov()3( 2121 YXYXYXX +=+

(5) Cov(X,X)=D(X)； 

(4) 若X与Y 独立，则 Cov(X, Y)=0.     反之不成立
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在证明更多的性质前,先证明一条常用的不等式

定理(Cauchy-Schwarz不等式)

2 2 2| |E E E   

0{ } 1,P t = =等式成立当且仅当

0t这里 是任意常数。

对任意的随机变量ξ 与η , 如果                                 

则有

2 2, ,E E  +  +
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证
2 2 2 2( ) ( ) 2u t E t t E tE E    = − = − +

对任意的实数t,构造                                              

0{ 0} 1.P t  − = =

显然对一切         ，因此二次方程        或者没有实

根或者有一个重根。所以

, ( ) 0t u t  ( ) 0u t =

2 2 2[ ] 0E E E  −  

2 2 2[ ] 0E E E  −  =

此外,方程       有一个重根  存在的充要条件是( ) 0u t = 0t

这时，             ，因此2

0( ) 0E t  − =
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协方差的性质  

(6) 

)()()]([ 222 YEXEXYE 

已知Cauchy-Schwarz不等式：

)()()],([ 2 YDXDYXCov 

将上式X,Y替换为X-E(X )，Y-E(Y ),即得：
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4.3.1 相关系数  

协方差𝐂𝐨𝐯 𝑿, 𝒀 是有量纲的量，例如：𝑿表示人的身高，

单位是𝐦, 𝒀表示人的体重，单位是𝐤𝐠,则𝐂𝐨𝐯 𝑿, 𝒀 的量纲是

𝐦 ∙ 𝐤𝐠。为了消除量纲的影响，现在对协方差除以相同量纲的

量，即得到了我们所研究的相关系数。
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4.3.1 相关系数  
cov( , )

( ) ( )
XY

X Y

D X D Y
 =定义 称 为X与Y的相关系数

补充

相关系数就是标准化的随机变量         与              

的协方差，即：

* Y EY
Y

DY

−
=* X EX

X
DX

−
=

( )
( )* *

cov
cov ov XY

X YX EX Y EY
X Y c

DX DY DX DY


− − 
= = = 

 

，
， ，
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.1)1( XYρ

.1}{

,:1)2(

=+=

=

baXYP

baρXY 使存在常数的充要条件是

§4.3 协方差、相关系数与矩

4.3.1 相关系数的性质  

由(2)可知 不等式成立当且仅当Y跟X几乎有线性关系.这说明

了相关系数的概率意义.ρXY并不是刻画X,Y之间的“一般”关

系,而是刻画X,Y之间线性相关程度.
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4.3.1 相关系数的性质  

证明2：首先， 𝝆 𝒙, 𝒚 = 𝟏等价于 𝐂𝐨𝐯 𝑿, 𝒀 𝟐 = 𝑫 𝑿 𝑫 𝒀 ，

考虑如下一元二次方程：

𝒕𝟐𝑫 𝑿 + 𝟐𝒕𝐂𝐨𝐯 𝑿, 𝒀 + 𝑫 𝒀 = 𝟎

则 𝝆 𝒙, 𝒚 = 𝟏表示上述方程有两个相等的实根，即

𝒕𝟎
𝟐 𝑫 𝑿 + 𝟐𝒕𝟎𝐂𝐨𝐯 𝑿, 𝒀 + 𝑫 𝒀 = 𝟎

等价于： 𝑬 𝒕𝟎 𝑿 − 𝑬 𝑿 + 𝒀 − 𝑬 𝒀
𝟐
= 𝟎
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4.3.1 相关系数的性质  

续：又因为： 𝑬 𝒕𝟎 𝑿 − 𝑬 𝑿 + 𝒀 − 𝑬 𝒀 = 𝟎

故上式等价于：

𝑫 𝒕𝟎 𝑿 − 𝑬 𝑿 + 𝒀 − 𝑬 𝒀 = 𝟎

根据方差的性质可知，上式成立的充要条件为：

𝑷 𝒕𝟎 𝑿 − 𝑬 𝑿 + 𝒀 − 𝑬 𝒀 = 𝟎 = 𝟏

只要取：𝒂 = 𝒕𝟎𝑬 𝑿 + 𝑬 𝒀 ，𝒃 = −𝒕𝟎，即可证明性质2。
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(3) 对随机变量与,下面的事实等价：

§4.3 协方差、相关系数与矩

4.3.1 相关系数的性质  

0, = XYρYX 不相关

0),Cov( = YX
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两变量不相关与独立的关系  
相互独立 不相关

特例 对于两正态分布或两二元分布，不相关与相互独立等价

相互独立定义
)()(),( yfxfyxf YX= 或 )()(),( yPxPyxP YX=

在具体问题中，还可以构造不可拆解的等式来说明两变量不独立

比如对 cos , cos( ),a   = = +

与不独立,122 =+因为
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案例16    设随机变量(X,Y)的联合概率分布列为
-1        0          1          

-1    1/12    5/12      0

1     2/12    3/12    1/12

X
Y

试分析随机变量(X,Y)的相关性和独立性。

( )

Cov( , ) E( ) E( )E( )

1 2 1 6 6 3 1
             1 ( 1) 1 ( 1) 1 1

12 12 12 12 12 12 12

             0

X Y XY X Y= −

   
=  + −  +  − −  +   +    

   

=

Q解：  

- 1

X Y 与 不相关。
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(续) 

§4.3 协方差、相关系数与矩

     

     

1 1
P 1 ,P 1 ,P 1, 1 0

2 12

        P 1, 1 P 1 P 1

   

X Y X Y

X Y X Y

X Y

= − = = = = − = =

= − =  = −  =



Q又

与 不独立。

-1        0          1          

-1    1/12    5/12      0

1     2/12    3/12    1/12

X
Y
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案例17  设(X,Y)均匀分布在以坐标原点为中心，R为半径的圆

的内部，试分析则随机变量X与Y的相关性和独立性.

解  由已知得








+

=

其它      ,          0

     ,     
1

),(

222

2
Ryx

Ryxf 

0
1

),()(
22

22 2
===   

−

−−

+

−

+

−

+

−

yR

yR

R

R
dx

R
xdydxdyyxxfXE


0 
1

),()(
22

22 2
===   

−

−−

+

−

+

−

+

−

xR

xR

R

R
dy

R
ydxdxdyyxyfYE


0
1

),()(
22

22 2
===   

−

−−

+

−

+

−

+

−

xR

xR

R

R
dy

R
xydxdxdyyxxyfXYE

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0)()()(),( =−= YEXEXYEYXCov

0=
XY



§4.3 协方差、相关系数与矩
(续) 根据期望可得








−

−

== 
+

−

其它    ,             0

     ,   
2

),()( 2

22

RxR
R

xR

dyyxfxf
X 








−

−

== 
+

−

其它    ,             0

     ,   
2

),()( 2

22

RyR
R

yR

dxyxfyf
Y 

且

)()(),( yfxfyxf YX所以 ，X与Y不相互独立

所以 ，X与Y不相关
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案例18  设二维随机向量(𝑿, 𝒀)~𝑵 𝝁𝟏, 𝝁𝟐; 𝝈𝟏
𝟐, 𝝈𝟐

𝟐, 𝝆 ，求𝝆 𝑿, 𝒀 .

解  由第三章知识可知：𝑿~𝑵 𝝁𝟏, 𝝈𝟏
𝟐 , 𝒀~𝑵 𝝁𝟐, 𝝈𝟐

𝟐 ,从而有：

( )
( ) ( )( ) ( )

1 2
2

1 2

2 2

1 1 2 2

2 22
1 1 2 2

1
( , ) ( )( )

2 1

1
exp 2

2 1

Cov X Y x y

x x y y
dxdy

 
  

   


   

+ +

− −
= − − 

−

  − − − − 
= − − +  

−     

 

2 2

1 1 2 2( ) , ( ) ; ( ) , ( )E X D X E X D X   = = = =
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案例18  设二维随机向量(𝑿, 𝒀)~𝑵 𝝁𝟏, 𝝁𝟐; 𝝈𝟏
𝟐, 𝝈𝟐

𝟐, 𝝆 ，求𝝆 𝑿, 𝒀 .

续  因为：

( ) ( )( ) ( ) ( )
2 22 2

1 1 2 2 2 21 2

2 2

1 1 2 2 1 2 2

2 1
x x y y yx y      

 
      

− − − − −   − −
− + = − + −  

  

( )21 2

1 2 2

,
yx y

u v
  

  

−− −
= − =

所以： ( )
2 2

2

1 2

1
( , ) 1 exp

2 2

u v
Cov X Y v u v dudv   



+ +

− −

 +
= + − − 

 
 

令： 2

1 2| | 1dxdy J dudv dudv  = = −
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案例18  设二维随机向量(𝑿, 𝒀)~𝑵 𝝁𝟏, 𝝁𝟐; 𝝈𝟏
𝟐, 𝝈𝟐

𝟐, 𝝆 ，求𝝆 𝑿, 𝒀 .

续  又因为：
2 2 2 2

exp exp exp 0
2 2 2

u v u v
uv dudv u du v dv

+ + + +

− − − −

     +
− = − − =     
     

   
2 2 2 2

2 2exp exp exp 2
2 2 2

u v u v
v dudv du v dv 

+ + + +

− − − −

     +
− = − − =     
     

   

1 2( , )Cov X Y  =故 即：

( , )
( , )

( ) ( )

Cov X Y
X Y

D X D Y
 = =
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拓展知识：现代证券组合理论
Markovitz的均值--方差模型成了现代证券组合理论的基石：

一个相当自然的假定是：投资者都追求高收益而规避风险,

也即希望有高的均值而不愿有大的方差。

但是，证券市场的历史记录表明，高收益常伴随着高风险。

根本的出路在于采用证券组合，即把全部资金分散投资于各

种证券。

已知有 种证券可以投资,并把它们的收益率看作是随机变

量, 通常记为        ,相应的均值和方差分别记为

和 并以   记  与  的相关系数。ir

n

1, , nr rL
1, , nr rL

ij
jr2 2

1 , , n L ，
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1, , .nw wLn假定投资于上述  种证券的资金的比例分别为

则总的收益率为 显然其平均收益率为
1

,
n

p p i i

i

r Er w r
=

= =

而方差则为
2

1 1

n n

p p i j ij i j

i j

Dr w w   
= =

= =

因此寻找最优证券组合的问题转化为：

pr

2

p求投资比例                ，使     等于某个目标值而     达到最小，

或者     控制在一个可以接受的水平而使    达到最大。
1, , nw wL pr

2

p

1

,
n

p i i

i

r w r
=

=

该模型兼顾了金融市场中收益和风险两大要素，而且形式简
便，也因此获得了1990年度的诺贝尔经济学奖
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4.3.2 矩  
数学期望,方差,协方差是随机变量常用的数字特征， 

它们都是某种矩。

k

km E= kk定义1  对正整数    ，称                 为 阶原点矩.

数学期望是一阶原点矩。

( )k

kc E E = − kk定义2  对正整数    ，称              为  阶中心矩.

方差是二阶中心矩。

定理. 中心矩和原点矩可相互表达。
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2 2/(2 )1

2

k k x

k km c E x e dx



−

−
= = = 

解：密度函数为
2 2/(2 )1

( ) ,
2

xp x e 



−=

故原点矩和中心矩相同

0,E =

当k为奇数时，      0kc =
2

2

1 1

2 2 2

0 0

2 2
2

x k kk
k z

k

x
c e dx z e dz 

  

− −
− 

−= =  
1

2
2 1

2 ( ) ( 1)( 3) 3 1
2

k

k kk
k k 



−
+

=   = − − L

案例19 设  为服从正态分布      ，求其k阶原点矩和 

k阶中心矩。

 2(0, )N 

§4.3 协方差、相关系数与矩

当k为偶数时，
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(续)推广：若 为服从正态分布N(, 2)，

其k 阶原点矩：

当k为奇数时，       

当k为偶数时，  

0kc = ；

( 1)( 3) 3 1.k

kc k k= − − L

1 1

0

[( ) ] .
k

k k i

k k i

i

k
m E E m m c

i
  −

=

 
= = − + =  

 


其 k 阶中心矩:
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4.3.3 协方差矩阵  

设                                   为n维随机向量，记1 2=( , , , )nX X X XL

cov( , ), , 1, 2, , .ij i jX X i j n = = L

简记作DX. 

定义



西安交通大学
§4.3 协方差、相关系数与矩

4.3.3 协方差矩阵  

性质

事实上, 对任何实数              有( 1,2, , )jt j n= L

, , 1

= cov( , ) ( ) 0.
n

jk j k j j k k j j

j k j k j

t t t X t X D t X
=

=   

因而, 对于协方差矩阵  有: det 0. 

3、协方差矩阵是一个非负定矩阵。

1 ,ij ji = 、 所以 是一个对称矩阵。

2 iX、对角线上元素就是 的方差。



西安交通大学

谢谢大家！
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